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ВИКОРИСТАННЯ  
ЕКОНОМІКО-МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ  

ДЛЯ ОПТИМІЗАЦІЇ ПРОЦЕСІВ ВИРОБНИЦТВА

У статті наведено класифікацію економіко-математичних моделей, проаналізовано їх харак-
теристики. Визначено суть математичного моделювання та характерні риси процесу, що моде-
люється. Розглянуто питання використання економіко-математичного моделювання в бізнесі. 
Сформульовано загальне поняття виробничої функції та завдання економіко-статистичного 
аналізу і моделювання виробничих процесів. Проаналізовано підходи до створення різних методів 
визначення показників виробництва. Дано опис виробничого процесу підприємства, створено його 
економіко-математичну модель. Розглянуто переваги використання економіко-математичних 
моделей для оптимізації роботи підприємства. Запропоновано економіко-математичну модель 
оптимізації виробничих ресурсів з урахуванням лімітів витрат на ресурси за варіантами органі-
зації управління. 
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Постановка проблеми. Для прийняття 
виважених управлінських рішень потрібно 
науково обґрунтоване бачення існуючої 
ситуації та перспектив розвитку бізнесу. 
Це досягається за допомогою використання 
математичних моделей, які пов’язують між 
собою основні параметри, що характеризу-
ють об’єкти господарювання та економічні 
процеси, які в них відбуваються. 

Моделювання є одним із найважливіших 
методів досліджень сучасної економічної 
науки, що використовуються для вирішення 
тих чи інших економічних і соціальних 
завдань. В умовах зростаючої складності 
та інтенсифікації виробничих та управ-
лінських процесів економіко-математичне 
моделювання є ефективним інструментом 
вироблення управлінських рішень.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Значним є внесок у розвиток теорії та 
практичного застосування методів мате-
матичного моделювання для прийняття 
управлінських рішень таких українських 
та зарубіжних учених, як: Л.А. Білий [1], 
В.М. Вовк [2], А. Войнц [3], Г.Я. Дутка [2], 
О.О. Замков [5], Г.А. Король [6], І.А. Ларіна 
[7], О.В. Лотоцький [8], А.В. Толстопя-
тенко [5], Р.О. Циганчук [9], О.В. Чернецька 
[10], О.М. Швець [11] та ін. Разом із тим 
ще залишилося багато питань щодо засто-
сування методів математичного моделю-
вання, зокрема врахування лімітів витрат на 
ресурси за варіантами технологій, організа-
ції виробництва та організації управління.

Мета статті полягає в обґрунтуванні засто-
сування інструментарію економіко-матема-
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тичного моделювання в умовах зростаючої 
складності та інтенсифікації виробничих 
й управлінських процесів для вироблення 
ефективних управлінських рішень щодо 
оптимізації процесу виробництва.

Виклад основного матеріалу. Осно-
вними функціями управління виробничо-
господарською діяльністю підприємства є 
планування, організація, керівництво, об- 
лік, контроль та координація. Серед них 
центральним є планування, яке визна-
чальне й проведене в процесі управління, у 
якому визначаються перспективи розвитку, 
поточні завдання та ефективне викорис-
тання виробничих ресурсів [5; 8].

Математичне моделювання як універ-
сальний інструмент аналізу враховує осо-
бливості виробничих та фінансово-госпо-
дарських процесів. Воно як засіб пізнання 
знаходиться між логічним мисленням та 
реальним економічним об’єктом чи про-
цесом і пов’язує мислення та реальну дій-
сність [1].

Залежно від опису математичних моде-
лей можна навести таку їх класифікацію [5]:

– теоретичні математичні моделі аналі-
тичного типу: лінійні, нелінійні, у вигляді 
звичайних диференціальних рівнянь, у виг-
ляді рівнянь у приватних похідних, стохас-
тичні моделі;

– емпіричні математичні моделі.
Найбільш простими є лінійні детерміно-

вані моделі. Вони задаються у вигляді ліній-
ної форми керуючих змінних. До лінійних 
іноді зводяться найпростіші моделі вар-
тості, що розглядаються як сукупність виро-
блених витрат. Прикладом такої моделі є 
класична модель вартості перевезень (тран-
спортна задача).

Нелінійні детерміновані моделі мають 
більше точності і гнучкості. Вони можуть 
бути задані у вигляді нелінійної функції однієї 
або кількох змінних або у вигляді диференці-
альних рівнянь (звичайних або в приватних 
похідних). Найбільш поширеними серед 
нелінійних моделей під час опису диференці-
альних рівнянь є [5]: поліноміальні функції, 
позіномні функції, тригонометричні функції, 
експоненціальні функції, звичайні диферен-
ціальні рівняння, диференціальні рівняння в 
приватних похідних та інші моделі.

Перехід до емпіричних моделей перед-
бачає явну відмову від аналітичних методів 
дослідження, тому емпіричні моделі різно-
манітніші і включають у себе різні за фор-
мою математичні залежності.

Під час розроблення емпіричної матема-
тичної моделі передбачається використання 
експериментальних даних, отриманих у 
процесі випробування об'єктів. Результати 
таких випробувань завжди є наборами вели-
чин, що характеризують роботу об'єкта або 
системи за різних поєднань керуючих пара-
метрів [2]. 

Використання економіко-математичних 
методів у бізнесі сприяє вирішенню низки 
практичних завдань.

По-перше, це впорядкування системи 
економічної інформації, вироблення вимог 
для її підготовки та коригування з метою 
вирішення певної системи завдань плану-
вання й управління.

По-друге, цей інструмент забезпечує 
інтенсифікацію і підвищення точності еко-
номічних розрахунків, дає змогу багатора-
зово прискорити і скоротити трудомісткість 
типових, масових розрахунків, проводити 
різноманітні економічні обґрунтування 
складних проєктів.

По-третє, з’являється можливість про-
ведення поглибленого кількісного аналізу 
економічних проблем, вивчення багатьох 
чинників, що впливають на економічні про-
цеси, оцінки наслідків зміни умов розвитку 
економічних об’єктів.

По-четверте, застосування методів еко-
номіко-математичного моделювання дає 
змогу вирішувати принципово нові еконо-
мічні завдання, які іншими засобами вирі-
шити практично неможливо.

Як відомо, суть математичного моделю-
вання являє собою заміну реального об’єкта 
певною математичною конструкцією (мате-
матичною моделлю), яка в тому чи іншому 
сенсі відображає характерні риси процесу, 
який моделюється. При цьому між деякими 
характеристиками моделі і властивостями 
процесу встановлюється двосторонній 
зв’язок, завдяки якому, з одного боку, можна 
використовувати дані про особливості про-
цесу для побудови та уточнення його моделі, 
з іншого – інтерпретувати результати його 
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дослідження в термінах, які безпосередньо 
характеризують властивості процесу [5].

Розроблені грамотно і на професійному 
рівні економіко-математичні моделі дають 
змогу:

– вирішувати завдання оптимізації пла-
нування та управління, відображаючи спе-
цифіку виробничих процесів;

– своєчасно реагувати на зміни цілей, 
обмежень на ресурси, залежностей між па- 
раметрами та адекватно коректувати плани 
й управлінські рішення;

– для забезпечення потрібної точності та 
своєчасності необхідних розрахунків вико-
ристовувати прогресивні комп’ютерні тех-
нології [2].

Для комплексного аналізу економічної 
ситуації і вибору найкращого рішення важ-
ливі як абсолютні, так і відносні показники. 
Для моделювання економічних процесів 
неперервних і дискретних у часі є корисним 
співвідношенням між сумарними, середніми 
і граничними величинами, що наведено для 
функції однієї змінної в роботах [1; 10].

Р.О. Циганчук [9] показує можливість і 
доцільність таких перетворень для багато-
ресурсного виробництва. Для доступності 
і простоти викладу обмежилися функцією 
двох змінних, яку представили виразом:

y = f (x1, x2).                    (1)
Відносні показники для кожного ресурсу 

виробничої функції будуть такі:
µ1 = y/x1,   µ2 = y/x2.             (2)

Для кожного з аргументів функція була 
представлена добутками:

y = µ1x1,    y = µ2x2 .             (3)
Гранична ефективність визначалась по- 

хідними функціями (1) щодо кожного аргу-
менту:

v1= ∂y / ∂x1;  v2= ∂y / ∂x2.          (4)
Величини в результаті диференціювання 

виразів (3):
v1=(∂µ1 / ∂x1)x1 + µ1;  v2=(∂µ2 / ∂x2)x2 + µ2. (5)

Зручність та ефективність представлення 
граничних величин у виразах (5) порівняно 
з виразами (4) стають очевидними в разі 
дискретного представлення функції від-
носно своїх аргументів або ж за наявності 
проблеми її неперервності та існування 
похідних.

В економічному аналізі процесу вироб-
ництва використовуються такі показники: 
часткові еластичності за факторами вироб-
ництва та еластичність виробництва. Перші 
з них стосовно функції (1) є такими:

Ex1= x1 ∂y / y ∂x1; Ex2= x2 ∂y / y ∂x2,    (6)
які з урахуванням (2) і (5) видозміняться

Ex1=( x1 ∂µ1 / µ1 ∂x1)+1;  
Ex2=( x2 ∂µ2 / µ2 ∂x2)+1.             (7)

Еластичність виробництва складається із 
суми часткових еластичностей, тобто: 

E(x) = Ex1(y) + Ex2(y).               (8)
За допомогою наведених вище функцій 

можна отримати вирази часткових і повних 
еластичностей виробництва, які дають 
змогу знаходити їх через середні значення 
виробничої функції.

Збільшити прибуток підприємство може 
двома шляхами. Перший шлях – підви-
щити ціни на свою продукцію, але така 
політика зумовлена багатьма чинниками, 
що не залежать від діяльності підприєм-
ства. Другий напрям є більш перспектив-
ним – зниження поточних витрат. Управ-
ління витратами з метою їх зниження та 
оптимізації є одним із важливих завдань 
керівництва діяльністю підприємства та 
мобілізації і використання внутрішніх  
резервів [3].

Управління витратами з метою під-
вищення ефективності їх формування 
потребує використання економіко-матема-
тичного моделювання господарських про-
цесів, що дає змогу отримати кількісну та 
якісну оцінку поведінки витрат [6]. Еконо-
міко-математична модель є дієвим засобом 
пошуку шляхів підвищення ефективності 
економіки підприємств через оптимізацію 
процесів управління [10]. 

Управління використанням виробничих 
ресурсів являє собою підсистему загальної 
системи моделювання управління вироб-
ничими процесами, які, своєю чергою, 
являють собою найбільш економічний про-
цес перетворення ресурсів на продукцію, 
загальний принцип моделювання якого 
базується, як зазначає низка авторів, на 
поданні цього процесу як векторної функ-
ції [1; 11]:

y = f (x),                          (9)
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яка називається виробничою функцією, де  
x = {xi} – вектор затрат ресурсів, y = {yi} – 
вектор обсягів виробництва.

Сукупність технологічних умов (техно-
логій) виробництва формально описується 
як множина Z пар векторів (x, y).

Оскільки засоби виробництва, що від-
творюються, одночасно виступають як про-
дукти і ресурси, то всі види ресурсів можна 
розбити на дві підмножини: Х1 – ті, що від-
творюються і x2 – ті, що не відтворюються, 
обсяги яких у кожен заданий момент часу 
обмежені x2 ≤ R.

Загальна модель виробничого плану-
вання наводиться в літературі у вигляді 
задачі векторної оптимізації: 

y → max                     (10)
за умов:

 (x,y) є Z                      (11)
 x2 ≤ R,                       (12)

де умова (11) описує обмеження мно-
жини ефективних технологій; умова (12) – 
обмеження на обсяги ресурсів, що не від-
творюються.

У роботі [11] пропонується економіко-
математична модель оптимізації викорис-
тання виробничих ресурсів з урахуванням 
лімітів затрат на ресурси за варіантами тех-
нологій, організації виробництва та органі-
зації управління:

j k

XXjk Pjk
,

max� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �;               (13)

j k

Ajk Xjk Ai i I
,

* , ,� � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1 �� � � � � � � �;           (14)

j

Zjk Xjk Zk k K� � �* , ,� � � � �1 ;         (15)

j k

Mjn Xjk Mn n N
,

* , ,� � �� � � 1 ;         (16)

j k

Vjp Xjk Vp p P
,

* , ,� � �� � � � 1 ;         (17)

k

Xjk Bj j J� � �, ,� � � � 1 ;             (18)

Xjk ≥ 0, j = J J1 1+ , �   ,            (19)
де j – індекс виду продукції (j = J J1 1+ , � ); 

і – індекс виду ресурсу (i I=1, ); k – індекс 
варіанта технологій (� � �k K=1, ); n – індекс 
варіанта організації виробництва (n N= �1, ); 
Р – індекс варіанта організації управління  
(p P= �1, ); XiJ – обсяг випуску j-го виду про-

дукції при n-му варіанті технологій; Pjk – 
прибуток від реалізації одиниці j-го виду 
продукції, виробленого при k-й технології; 
aijk – норми витрат і-го виду ресурсу на оди-
ницю j-го продукту при k-й технології; Zjk, 
Mjn, Vjp – затрати всіх ресурсів на одиницю 
j-го продукту за кожним варіантом техно-
логій, організації виробництва і організації 
управління; Аі – ліміт і-го виду ресурсів на 
планово-виробничий період; Zk, Mn, Vp – 
ліміти затрат за кожним варіантом техно-
логій, організації виробництва й організації 
управління відповідно.

Вираз (10) є критеріальною функцією, 
яка являє собою прибуток від усього обсягу 
випуску продукції і досягає максимуму за 
системи обмежень (11) – (17). 

Оптимальне розв’язання за використання 
методів економіко-математичного моделю-
вання передбачає врахування всіх умов, що 
визначають проблему підвищення ефек-
тивності формування виробничих витрат 
на підприємстві. Тобто повинно забезпе-
чуватися найкраще використання матері-
альних, трудових та фінансових ресурсів 
та обов’язково враховувати необхідність 
дотримання вимог безпечних умов праці, 
правил технічної експлуатації підприємства 
та режиму праці, необхідних для охорони 
повітря, ґрунту та водойм від забруднень 
промисловими відходами [7].

Використання математичних моделей 
визначає перелік таких переваг для підпри-
ємства: 

1. Підвищується точність планування 
виробництва. З'являється можливість роз-
раховувати оптимальні параметри режиму 
технологічних об’єктів за варіювання обся-
гів переробки та якості сировини.

2. Забезпечується оптимізація техно-
логічних процесів. Математичні моделі 
дають змогу адекватно описувати всі типи 
перетворень речовини і енергії, що відбува-
ються на технологічному об’єкті. З їх допо-
могою можна виконати аналіз можливості 
та оцінку доцільності ліквідування вузьких 
місць існуючих систем виробництва.

3. Зменшуються часові та фінансові 
витрати на оптимізацію. Завдяки матема-
тичним моделям відпадає необхідність 
проведення дорогих і трудомістких випро-



71Випуск 20, 2021

бувань на діючих промислових об'єктах. 
Також з'являється можливість отримання 
техніко-економічних оцінок ефективності 
структурних перетворень [8].

4. Підвищується ефективність проєкту-
вання нових і реконструкції діючих об’єктів. 
Математичні моделі дають змогу прово-
дити структурно-параметричну оптимізацію 
об'єктів проєктування (агрегатів, установок, 
заводів), отримувати достовірні дані про 
виконання проєктних робіт для впровадження 
нових об'єктів, реконструкції або технічного 
переозброєння існуючих. При цьому підви-
щується точність розрахунків параметрів і 
технологічних норм, знижуються капітальні 
та експлуатаційні витрати підприємства.

За всіх наведених достоїнств застосу-
вання методики пов’язане з деякими труд-
нощами:

– досить висока вартість програмного 
забезпечення та послуг із його розроблення 
і супроводу;

– необхідність навчання персоналу або 
забезпечення постійної підтримки на умо-
вах аутсорсингу як для підтримки актуаль-
ності моделей, так і для їх модифікації в разі 
внесення будь-яких змін у систему (вико-
ристання нового виду сировини, перехід на 
новий вид палива, заміна апаратури і т. п.);

– можлива потреба в проведенні актив-
них експериментів на діючих виробничих 

об'єктах для підтвердження адекватності 
моделей.

Як правило, недоліки нівелюються перед 
перевагами, які моделювання дає підприєм-
ству [4]. Економічний ефект від управління, 
оптимізації та планування виробництва із 
застосуванням даної методики багаторазово 
перевищує витрати на впровадження відпо-
відного програмного забезпечення і послуги 
з розроблення і супроводу. При цьому кін-
цевий результат безпосередньо залежить 
від функціональності вибраної моделі та 
компетентності залучених фахівців.

Висновки. Задачі математичного про-
грамування відносяться до оптимізацій-
них задач, де необхідно вибрати найкраще 
рішення згідно з визначеним критерієм 
якості та обмежувальних умов. Таким чином, 
досягається вирішення задачі як пошуку 
оптимальної програми дій. Використання 
математичних моделей на великих про-
мислових підприємствах дає бізнесу низку 
плюсів, які визначено у статті. 

Застосування економіко-математичних 
методів дає можливість одержати опти-
мальний план підвищення ефективності 
формування витрат виробництва шляхом 
найефективнішого використання трудо-
вих, матеріальних і фінансових ресурсів, 
а також виробничих потужностей підпри-
ємства. 
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INFLUENCE OF USAGE OF ECONOMIC-MATHEMATICAL 
MODELING ON PRODUCTION PROCESSES

The classification of economic and mathematical models is given in the article, their characteristics 
are analyzed. The essence of mathematical modeling and characteristic features of the modeled process 
are determined. The issue of using economic and mathematical modeling in business is considered. It is 
proved that the use of tools of economic and mathematical modeling helps to solve a number of practi-
cal problems, namely: streamlining the system of economic information, developing requirements for 
its preparation and adjustment to solve problems of planning and management; providing intensifica-
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tion and increase of accuracy of economic calculations, allows to carry out various economic substan-
tiations of difficult projects; conducting an in-depth quantitative analysis of economic problems with 
the study of factors influencing economic processes and assessing the consequences of changes in the 
conditions of development of economic objects. The general concept of production function and tasks of 
economic-statistical analysis and modeling of production processes are formulated. Approaches to the 
creation of different methods for determining production indicators are analyzed. Expressions of par-
tial and complete elasticities of production are obtained, which allow determination through average 
values of production function. The production process of the enterprise is described, its economic and 
mathematical model is created. The paper proposes an economic-mathematical model of optimization 
of production resources, taking into account the limits of resource costs by technology options, types 
of production organization and features of management. It is determined that the economic effect of 
management, optimization and production planning using this technique is many times higher than the 
cost of implementing the appropriate software and services for development and maintenance. The end 
result directly depends on the functionality of the selected model and the competence of the specialists 
involved. The disadvantages and advantages of using economic and mathematical models to optimize 
the operation of the enterprise are also considered. It is proved that the application of economic and 
mathematical methods makes it possible to obtain an optimal plan to increase the efficiency of pro-
duction costs through the most efficient use of labor, material and financial resources, as well as the 
production capacity of the enterprise.
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